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Предложена упрощенная квазигидродинамическая система для мед-
ленных течений сжимаемого вязкого теплопроводного газа. Для нее
выведено уравнение баланса энтропии и доказана теорема о возрас-
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Введение
Для описания течений сжимаемого вязкого теплопроводного газа широко ис-
пользовалась полная система Навье–Стокса [1]. Эта система может быть получена
из уравнения Больцмана методами теории возмущений по малому числу Кнудсена
𝐾𝑛. Если 𝐾𝑛 ∈ [0.1, 1], то применение формальных асимптотических процедур
неправомерно. В этом случае решения уравнений Навье–Стокса могут заметно
отклоняться от экспериментальных данных. Появилась необходимость развития
новых подходов.
Феноменологические выводы альтернативных математических моделей изло-
жены в [2–4]. Одна из них получила название квазигидродинамической (КГД)
системы уравнений. Теоретический анализ полной КГД системы был продолжен
в [5–8]. Выявлены ее глубокие связи с классической системой Навье–Стокса.
На основе квазигидродинамических уравнений строились вычислительные ал-
горитмы решения системы Эйлера, как с применением стандартных дискретиза-
ций [9], так и с расширенными свойствами консервативности [10]. КГД система
использовалась также в качестве математической модели расчета двумерных и
трехмерных газодинамических течений при малых числах Маха [11,12].
В настоящей работе предложена упрощенная квазигидродинамическая систе-
ма для медленных течений сжимаемого вязкого теплопроводного газа. Для нее
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выведено уравнение баланса энтропии и доказана теорема о возрастании полной
энтропии. Вопросы построения математических моделей газовой динамики с мо-
дифицированным уравнением неразрывности обсуждались в [13–16].
1. Полная квазигидродинамическая система
Квазигидродинамическая система, описывающая неустановившиеся течения




























+ div ?⃗? =
= 𝜌
(︀
𝐹 · (?⃗?− ?⃗?))︀+ div (Π · ?⃗?). (1.3)
Заданная вектор–функция 𝐹 = 𝐹 (?⃗?) – массовая плотность внешних сил. Величи-
ны Π и ?⃗?, интерпретируемые как тензор вязких напряжений и вектор теплового
потока соответственно, а также вектор ?⃗?, вычисляются по формулам
Π = Π𝑁𝑆 + 𝜌?⃗?⊗ ?⃗?, (1.4)





𝜌(?⃗? · ∇)?⃗? +∇𝑝− 𝜌𝐹 )︀. (1.6)
Символом Π𝑁𝑆 обозначен навье–стоксовский тензор вязких напряжений:
Π𝑁𝑆 = 𝜂
(︁





Здесь 𝐼 – единичный тензор-инвариант второго ранга. Вектор плотности потока
массы в рассматриваемой модели определяется с помощью выражения
?⃗?𝑚 = 𝜌(?⃗?− ?⃗?). (1.8)
Будем считать, что сплошная среда представляет собой одноатомный совершен-
ный (идеальный и политропный) газ. В этом случае к системе необходимо добавить
уравнения состояния
𝑝 = 𝜌R𝑇, 𝜀 = 𝑐𝑣𝑇. (1.9)
Здесь R – газовая постоянная, 𝑐𝑣 – удельная теплоемкость при постоянном объ-
еме. Удельная внутренняя энергия 𝜀 является линейной функцией температуры
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где 𝜂0 – известное значение 𝜂 при температуре 𝑇0, 𝜔 – заданное число из промежут-





Символом 𝑐𝑝 обозначена удельная теплоемкость при постоянном давлении 𝑝, 𝑃𝑟
– число Прандтля. Релаксационный параметр 𝜏 , имеющий размерность времени,





Здесь 𝑆𝑐 – число Шмидта.
Квазигидродинамическая система (1.1) – (1.3), дополненная выражениями
(1.4) – (1.12), замкнута относительно неизвестных функций – скорости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡),
плотности 𝜌 = 𝜌(?⃗?, 𝑡) > 0 и температуры 𝑇 = 𝑇 (?⃗?, 𝑡) > 0. Для одноатомного газа
твердых шаров при нормальных условиях 𝜔 = 0.5, 𝛾 = 𝑐𝑝/𝑐𝑣 = 5/3, 𝑃𝑟 = 2/3,
𝑆𝑐 = 3/4. Если таким газом является гелий, то R = 2.0785 · 103 Дж/(кг ·K).
2. Уравнение баланса энтропии. Закон возрастания энтропии
Пусть 𝑉 – ограниченная область в евклидовом пространстве R3?⃗? с кусочно-
гладкой границей 𝜕𝑉 , 𝑉 = 𝑉 ∪ 𝜕𝑉 – ее замыкание, ?⃗? = ?⃗?(?⃗?) – вектор внешней
единичной нормали к 𝜕𝑉 в точке ?⃗? ∈ 𝜕𝑉 , 𝑄 = 𝑉 × [0, 𝑇𝑓 ] – ограниченный цилиндр
в R3?⃗? × R𝑡, 𝑄 = 𝑉 × [0, 𝑇𝑓 ] – его замыкание, 𝑇𝑓 – фиксированное положитель-
ное число. Параметр 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ] интерпретируется как время. Добавим к системе










= 𝑇0(?⃗?), ?⃗? ∈ 𝑉 , (2.1)




= 0, (?⃗? · ?⃗?)
⃒⃒⃒
𝜕𝑉
= 0, (?⃗? · ?⃗?)
⃒⃒⃒
𝜕𝑉
= 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (2.2)
Здесь ?⃗?0(?⃗?) ∈ C2(𝑉 ) ∩ C1(𝑉 ), 𝜌0(?⃗?) ∈ 𝐶2(𝑉 ) ∩ 𝐶1(𝑉 ) и 𝑇0(?⃗?) ∈ 𝐶2(𝑉 ) ∩ 𝐶1(𝑉 ) –
заданные функции. Поле ?⃗?0(?⃗?) обращается в нуль на 𝜕𝑉 , 𝜌0(?⃗?) > 0 и 𝑇0(?⃗?) > 0 для
всех ?⃗? ∈ 𝑉 . Равенства (2.2) означают, что газ прилипает к неподвижной границе
полости 𝜕𝑉 . Кроме того, отсутствуют потоки массы и тепла через 𝜕𝑉 .
Символом 𝐶2𝛼,𝛼?⃗?, 𝑡 (𝑄), где 𝛼 – натуральное число, обозначим класс непрерывных








для любых целых и неотрицательных чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 и 𝛽, подчиняющихся нера-
венству 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 2𝛽 6 2𝛼. Класс C2𝛼,𝛼?⃗?, 𝑡 (𝑄) состоит из вектор–функций 𝑓 =
𝑓(?⃗?, 𝑡) = (𝑓1(?⃗?, 𝑡), 𝑓2(?⃗?, 𝑡), 𝑓3(?⃗?, 𝑡)), каждая компонента 𝑓𝑖 которых принадлежит
𝐶2𝛼,𝛼?⃗?, 𝑡 (𝑄).
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Символом 𝐶𝛼,0?⃗?,𝑡 (𝑄), где 𝛼 – натуральное число, обозначим множество всех








при любых целых неотрицательных 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, таких, что 𝛼1+𝛼2+𝛼3 6 𝛼.
Определение 1. Классическим решением начально–краевой задачи (1.1) –
(1.3), (2.1) – (2.2) назовем функцию ?⃗? = ?⃗?(?⃗?) ∈ C2,1?⃗?,𝑡(𝑄)∩C1(𝑄), а также положи-
тельные в 𝑄 функции 𝜌 = 𝜌(?⃗?) ∈ 𝐶2,1?⃗?,𝑡 (𝑄) ∩ 𝐶1(𝑄) и 𝑇 = 𝑇 (?⃗?) ∈ 𝐶2,1?⃗?,𝑡 (𝑄) ∩ 𝐶1(𝑄),
удовлетворяющие при всех (?⃗?, 𝑡) ∈ 𝑄 уравнениям (1.1) – (1.3), а также условиям
(2.1) – (2.2).
Опишем свойства классического решения, предполагая, что оно существует.
Определим удельную энтропию совершенного газа по формуле





где 𝑠0 – заданная постоянная. Для энтропии (2.3) выполняется тождество Гиббса





Теорема 1. На любом классическом решении начально-краевой задачи (1.1) –


























– диссипативная функция. Символом (Π𝑁𝑆 : Π𝑁𝑆) обозначено двойное скалярное
произведение одинаковых тензоров.
На решении поставленной начально–краевой задачи определим полную термо-




𝜌𝑠 𝑑𝑉, 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓 ]. (2.5)
Теорема 2. Пусть ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡), 𝜌 = 𝜌(?⃗?, 𝑡), 𝑇 = 𝑇 (?⃗?, 𝑡) – классическое решение
поставленной начально-краевой задачи. Тогда полная энтропия 𝑆(𝑡) является




Полная энтропия 𝑆(𝑡) возрастает на промежутке [0, 𝑇𝑓 ].
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Доказательства теорем приведены в [5]. Таким образом, полная квазигидроди-
намическая система является термодинамически согласованной. Кроме того, она
обладает дополнительным законом сохранения момента импульса [4].
3. Упрощенная квазигидродинамическая система для медленных тече-
ний газа и ее термодинамические свойства
Рассмотрим следующий упрощенный вариант квазигидродинамической систе-




























+ div ?⃗? =
= 𝜌
(︀
𝐹 · (?⃗?− ?⃗?))︀+ div (Π · ?⃗?). (3.3)
Здесь
Π = Π𝑁𝑆 , (3.4)




(︀∇𝑝− 𝜌𝐹 )︀. (3.6)
Дополним систему уравнениями состояния (1.9), а также соотношениями (1.10)
– (1.12). Формулы (1.5) и (3.5) идентичны. Отбросив в правой части (1.4) малое
слагаемое 𝜌?⃗? ⊗ ?⃗?, получим (3.4). Пренебрегая в (1.6) членом 𝜏(?⃗? · ∇)?⃗?, который
также мал, приходим к (3.6).
Покажем, что система (3.1) – (3.3) также является термодинамически согла-
сованной и для нее может быть выведено соответствующее уравнение баланса эн-
тропии. Присоединим к (3.1) – (3.3) начальные условия (2.1) и граничные условия
(2.2).
Теорема 3. На любом классическом решении начально-краевой задачи (3.1) –




























– диссипативная функция. Символом (Π𝑁𝑆 : Π𝑁𝑆) обозначено двойное скалярное
произведение одинаковых тензоров.
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Доказательство. Пусть выполнены соотношения (3.4) – (3.6). Запишем
(3.1) – (3.3) в недивергентной форме
𝐷𝜌 + 𝜌div (?⃗?− ?⃗?) = 0, (3.10)













+ (?⃗?− ?⃗?) · ∇





= div (?⃗?− ?⃗?). (3.13)
Умножим (3.11) скалярно на вектор ?⃗?. Это дает
𝜌
(︀
?⃗? ·𝐷?⃗?)︀+ (?⃗? · ∇𝑝) = 𝜌(?⃗? · 𝐹 ) + (︀?⃗? · div Π)︀. (3.14)
Преобразуем все члены, входящие в (3.14). Будем иметь
𝜌
(︀




(?⃗? · ∇𝑝) = (︀(?⃗?− ?⃗?) · ∇𝑝)︀+ (?⃗? · ∇𝑝) =
+div
(︀
𝑝(?⃗?− ?⃗?))︀− 𝑝 div (?⃗?− ?⃗?) + (?⃗? · ∇𝑝), (3.16)
𝜌(?⃗? · 𝐹 ) = 𝜌(︀𝐹 · (?⃗?− ?⃗?))︀+ 𝜌(?⃗? · 𝐹 ), (3.17)
(︀


































































Π · ?⃗?)︀− (Π : Π)
2𝜂
. (3.18)
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Здесь ?⃗?2 = (?⃗? · ?⃗?) = |?⃗?|2. Символом 𝛿𝑖𝑗 обозначен символ Кронекера. Учтено,
что матрица Π𝑖𝑗 является симметрической и имеет нулевой след. Подстановка







𝑝(?⃗?− ?⃗?))︀− 𝑝 div (?⃗?− ?⃗?) =
= 𝜌
(︀
𝐹 · (?⃗?− ?⃗?))︀+ div (︀Π · ?⃗?)︀− (Π : Π)
2𝜂
− (︀?⃗? · (∇𝑝− 𝜌𝐹 ))︀. (3.19)







𝑝(?⃗?− ?⃗?))︀− 𝑝 div (?⃗?− ?⃗?) =
= 𝜌
(︀






Из (3.12) вычтем (3.20). Принимая во внимание (3.4) и (3.9), получим
𝜌𝐷𝜀 + 𝑝 div (?⃗?− ?⃗?) = 𝛷− div ?⃗?. (3.21)







= 𝛷− div ?⃗?. (3.22)
Следствием (2.4) является формула





Из (3.22) и (3.23) выводим равенство
𝜌𝑇𝐷𝑠 = 𝛷− div ?⃗?,






















𝜌(?⃗?− ?⃗?))︀ = 0. (3.25)





𝜌(?⃗?− ?⃗?)𝑠)︀ = 𝛷
𝑇







Принимая во внимание (3.4), (3.5) и (3.8), формулу (3.26) можно переписать в виде
(3.7).
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На решении поставленной начально–краевой задачи определим полную энтро-
пию газа по формуле (2.5).
Теорема 4. Пусть ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡), 𝜌 = 𝜌(?⃗?, 𝑡), 𝑇 = 𝑇 (?⃗?, 𝑡) – классическое решение
начально-краевой задачи (3.1) – (3.3), (2.1) – (2.2). Тогда полная энтропия 𝑆(𝑡)





Полная энтропия 𝑆(𝑡) возрастает на промежутке [0, 𝑇𝑓 ].
Доказательство. Пусть (?⃗?, 𝜌, 𝑇 ) – решение начально–краевой задачи (3.1) –
(3.3), (2.1) – (2.2). Подставив его в (3.7), проинтегрируем полученное равенство
по области 𝑉 . Принимая во внимание правило Лейбница и формулу Гаусса–
















Кроме того, 𝑆(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇𝑓 ]). В силу первых двух условий (2.2) поверхностный






















Учтем последнее из условий (2.2), выражающее отсутствие теплового потока через





Из (3.30) получаем неравенство (3.27).
4. Уравнения статики. Барометрическая формула Лапласа
Пусть совершенный газ находится в поле тяжести Земли в состоянии равно-
весия. Тогда его макроскопическая скорость ?⃗? равна нулю, а термодинамические
параметры не зависят от времени. В этом случае 𝐹 = ?⃗?, где ?⃗? – ускорение свобод-
ного падения, и система (3.1) – (3.3) принимает вид
div 𝜏(∇𝑝− 𝜌?⃗?) = 0, (4.1)
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∇𝑝 = 𝜌?⃗?, (4.2)
div
(︀





= 𝜏 ?⃗? · (∇𝑝− 𝜌?⃗?). (4.3)
Классические уравнения статики
∇𝑝 = 𝜌?⃗?, (4.4)
div
(︀
æ∇𝑇 )︀ = 0 (4.5)
непосредственно следуют из (4.1) – (4.3).
Выберем правую декартову систему координат, ось 𝑜𝑧 которой направлена вер-
тикально вверх, а плоскость 𝑥𝑜𝑦 касается поверхности Земли. Пусть функция





Здесь 𝑔 = |⃗𝑔| – константа Галилея. С помощью уравнения Менделеева–Клапейрона








Интегрирование (4.7) по переменной 𝑧 приводит к хорошо известной барометри-
ческой формуле










полученной Лапласом и определяющей уменьшение гидростатического давления
с ростом высоты. Закон (4.8) справедлив как в изотермическом, так и в неизотер-
мическом случае.
Заключение
Упрощенная квазигидродинамическая система может использоваться в качест-
ве математической модели медленных течений сжимаемого вязкого теплопровод-
ного газа. Кроме того, на ее основе можно строить разностные схемы решения
классической системы Навье–Стокса с расширенными свойствами консерватив-
ности. Для выяснения границ применимости предложенной модели необходимы
дополнительные исследования.
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Simplified quasi–hydrodynamic system for slow flows of compressible
viscous heat conducting gas is proposed. For it the entropy balance equation
is derived and theorem on the increasing of full entropy is proved. Laplace
barometric formula is obtained as a consequence of pointed system.
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